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1. Herleitung des verwendeten Gleichungssystems
1.1. Die Transportgleichung fir Photonen

Ausgangspunkt Jjeder FluBberechnung ist die von BOLTZMANN 1893
urspriunglich fir die kinetische Gastheorie aufgestellte Trangs—-
portgleichung. Sie soll im Folgenden in Anlehnung an ZIEGLER
/7Zi 83/ flir Photonen entwickelt werden. Es ist zunachst notwendig
diege nach Ort., Energie und Richtung zu sortieren. Seil

n (r,E.2) dr dE

die Anzahl aller Photonen. die im Volumen dr um Yy mit einer
Energie z=wischen E und E+dE in das Raumwinkelelement dii um die
Richtung ji fliegen. Flr sie gilt die Bilanz:

n(r.€n,t)drd€da = Gewime - Verluste

(1.1)

dt

1.1.1. Gewinne

- Quellen
Hierunter sei die spontane Emission durcha‘LStrahler verastanden.
Wir konnen sie o.B.d.A. schon jetzt als isotrop und =zeitlich
konstant ansehen.

s(rEa t)drdeda-% s (r,6)r, dE,d.n.

- Zustreuung
Sei mit der Lichtgeschwindigkeit c

S(r,e,n,t)=cn (1 £ a,t)

der Photonenfluf und

ZS (.[I E'—=£,02' "'*-O-)

der makroskopische Streugquerschnitt fir eine Streuung von der
Energie E' auf E und aus der Richtung ' nach g, so erhalten wir
fur die Zustreuung

drdeda [ alE]dn Z (r,e'—»£,2 »0)3(rEat)

Hierin ist berelfs Gnthaltpn daB die Streuguerschnitte zZeiflich
konstant sind und eine Heraufstreuung nicht stattfindet (E'>E).

— Die Gewinne durch raumliche Zustreuung sind mit den Verlusten im
Divergenzterm zusammengefasst.

Damit ergeben sich die Gewinne:

(1.2) Gewinne = drd€Ed L [7;4_3' S(I:E)"'

+ Jur [dat § (1.6+6,2=2)3(6,2.4)]
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1.1.2. Verluste

-~ raumliche Streuung
Die Differenz zwischen der Zahl der in das Volumenelement
einstromenden und daraus ausstromenden Photonen wird beschrieben
durch die Divergenz der Stromdichten

(r E,Q't) drdEda
= div (.o. $(r. e, x, t))drdl:‘g_
=a¥(S(r,e,0,t)drdcdo

— Absorption

%, (LE)S (rEat)drdeda
0.B.d.A. wird Isotropie und zeitliche Konstanz angenommen.

— Abstreuung

drdednjdejL Yo (rE~£,02-2')8(r€,2,¢

Damit:

(1.3) Verlyste = drdEda [.Q.Yf(r E,Q £)+'5’(r E,n f)
(g, (rE)+jdE /4_ L (re-en-a)]

1.1.3. vollstandige Transportgleichung

Durch Einsetzen wvon (1.2) und (1.3) in (1.1) erhalten wir die
Transportgleichung fir Photonen in ihrer allgemeinsten Form:

(1.4)

S $(rEat)=75s(nE)+
+!d£;”j_4_x_z_’ 5 (re-En~2)$ (16,0 ¢t) -
-a¥%(re2t)-S(r€a,t).
(2,60 + Jae [da' T, (16500
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1.2. Die P: Naherung
Gleichung (1.4) ist in voller Allgemeinheit nicht losbar. ©Sie

enthdlt vier Abhangigkeiten von Zeit, Ort, Energie und Richtung.
Wir beschranken uns auf das stationare Problem

(1.5) Et_f = J

Die Ortsabhangigkeit ist Thema unserer Aufgabenstellung. Fur die
Energie wollen wir die Gruppenrechnung anwenden. Es bleibt daher
noch die Elimination der Richtung. Sie laBt sich nach Kugelfla-

chenfunktionen entwickeln. /Bo Ma/,/Be 78/
Wir definieren den totalen Wirkungsquerschnitt

&
(1.6) Zr(_[,E,_.Q):: ZﬂQ,E)+fd5f/d_.r_2'ZS([,E-’E',_J‘_L-’&')
Mit (1.5) und (1.6) wird (1.4) ;; v
(1.7) .Q.Z‘S (r,6,2)+ 5, (1,£,2)8 (1,£,2)
s(r,E)+faf£ fd_._r; 2 (rE-*E.n-'.n.)'S’(r,En)

Egr die weitere Betrachtung fuhren wir jetzt eine Bezugsrichtung
. ein und nehmen azimutale Symmetrie an. Dann laBt sich als neue
Variable der Cosinus des Polarwinkels einfiihren

/‘,""
e
A,

Es ergibt sich

”8)'5('75,0)6’54/ fd‘.?f(rE ) adE sind
-2 $(r,60)de du

ZFs(rE R)dE du
:;r s(r,€) dedu
+ s(re) acdu

I |='§>|b>
bk I

‘e
]|

(1'9)‘S‘ZL'E;A‘)‘1£:694‘

1]

Eingesetzt in (1.7)

(1.10)/3‘% ¥ (_{, E,/a) * Zr (_[,E,/a)f (L. E,/a)
55 (56)+ Jde a8 a8 o 5, (1, €+, a2 )} (L6 2)
0 0 -4

Eine Schwierigkeit ergibt sich aus dem Mehrfachintegral der
rechten Seite, da sich die Integration nach ¥ und ‘9@’ nicht sepa-
rieren 1dBt. Wir verwenden die Entwicklung einer Funktion des
Cosinus des Polarwinkels nach Legendre-—Polynomen
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2n44

(1.11) ;60) Z

n-o

P, (u)
(1.12) faja Fgll) (/l)

Dabei sind die P, die Legendre Polynome n-ter Ordnung. Unter der
Voraussetzung azimutaler Symmetrie gilt

(1.13) Z (r E-’E/l,) ZI/Z (rE'-*Eg-’_a.)
(1.14) Z‘ (r,/_-‘ E/a,) 2 2“42 (r, E'-E) P, (/lr

mit

(1.15) ze (r,E>E) =:[d/a,§([,5’-nE,/a,) A (/l,)

P, (1) laBt sich unter Berilicksichtigung der Bezugsrichtung nach
und #' weiter entwickeln /Ro 68/

@16 (4 )+ 2 (u) ? whzZ‘f:’”’;, “w) 2" (u') cos m($-9’)

Wir entwickelrx:g (r,E',+') nach (1.11), verwenden (1.8) und (1.13)
sowie

w1 ($0,)-(54,) & (a5 4)

und erhalten:
o ar F13 4

a. 1e>fe,,,- jdg/dsjag, el (r,6~E 0 ~a)

-]

de fd/(fd’f_/dﬁ’ prT Z 18, (L E) B, (u') -

[Z""Z?(rf-'e) Ru)P (u') +
ZZ—'ﬂZ(E ~£). 22?}’;’,’, "W ) wsm(9-9) |

Wegen i
;fd? cosm($-%')ea Jirme Z

fallt der letzte Summand bei der? —Integration heraus. Ferner
gilt fir Legendre-Polynome eine Orthogonalitdtsrelation

Jaw RWI %) 25 4,

(1.19)

N



- 1.5 -

Somit

@ 1 w 27
(1.20) de'Jd/l'jd?_/df’f(_f,ﬁ'_Jz._') Z; (r, E'=E,0'—+q)
H -4 o o
= ‘[Ciey‘g; Zi:J 2::(25 fﬂ‘4ME)1n?(£}Ed) 72 CA{)

Wir setzen alle Ergebnisse in (1.10) ein, multiplizieren ein

) (n€N,belebig)

[ lu) (nEW blieby)
(120 /a P (/n 2L Dy (p) ter B, (p0)
v b ’2“_[ & [::L e U457 7 W] 2 G S, (1,8
+ 8, (L Ep) T2, (Lf)fd/z % () % (u)
§,ZM S, (_{ E)fd/z ) (u) P, (u) +

+L 4 ‘jds £ (1, €)%, (1) du 3 (1) 2. (W)

Anwendung von (1.19)

(1.23) 21'1 < 3., (2, E)fzm a’x $,., (wE)tL (1E)S, (r,E)

=S, (1,E) +jd£’ Z,, (r,E'-E)S, (+ E')
3

Da nel)/, beliebig sind das @ viele Gleichungen. Bei Vernachlassi-
gung aller Terme von zweiter Ordnung aufwadrts erhalten wir die P.-
Niaherung. Die Gleichungen der 0. und 1. Ordnung lauten explizit:

(1.24)-6%- S, (r,E) + Zr Q,E)?, (1)

s(r,E)+ j ac' 5 (1, E'-E)S, (4E')

(1. 25).‘.'.£'f (r,E) & (LE)S, (L E)
-fde S (r, 5'-»5):5’, (’15')

Zur welteren Auswertung benotigen wir eine Naherung fir das
Integral in (1.25). Wir miissen dazu annehmen, daB die Absorption

gegen die Streuung vernachléssigbar klein sei.
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Ohne Quelle und Absorption gilt aber Zustreuung = Wegstreuung,
also

(1.26) de'Z' (r,E'=E)S, (1, €)= fa/E'Z"(IIE"E )3.(r,E)

(1.25a) 3d'x‘5 (r,E)+Z (r,€)S, (r,E) falE 2 {_[,E-’E)”.f (l’,f)

-4

a.29m 5, (£, €) 3 (%, (1,€) jdE'Z"CLE-'E') dx f &)

Einsetzen in (1.24) gibt

(1.27) 'Ji .'D(r,E) 3(1,5)1‘2"5' (1, E)

c 5 (1,6) +]dE' 5, (L6~ E)S (5 E)
E

Dies ist die bekannte Diffusionsgleichung,
mit dem Diffusionskoeffizienten

& -
(1.28) 9 (_!,E):: (3[2,(_/_',5)'8/d5' Zf (_/, E-’E')J) 4
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1.3. Die Energiegruppengleichung

Wir setzen voraus, daB der Diffusionskoeffizient innerhalb eines
Mediums konstant ist

d 2(e)=0
dx

Ferner gibt es eine Maximalenergie Emax

E>E, = 8(6)=0

Dann gilt am Ort r:

(1.27a) -J(E) ?(E) "'g(E) [2 (E)f'jdE'Z (E"’E))]
=s (E)+de $(e) E (' E)

Wir bilden nun I Energiegruppen

[6:,E.,].. mtE=0, E, 2E, ; 45, =&, -&,

I+1 u')
Definition der Gruppenf lisse:

£iga
129 §; = [dE 3 (E)
&
Ferner fiihren wir eine Formfunktion #, (E) ein, so daf
1.30 - _
( : t; G:ZT£5,45}M:7 ’J'!?(ED Y ESE Ja} (}i’

#, (B) ist damit stets normiert
&14

.31 [ oE @, (E) = AE; = E;py-E;
:

Die Diffusionsgleichung fiir die i-te Gruppe ergibt sich dann als
Integral wvon (1.27a) idber [E: .Ei+1]. Wir wollen das gliedweise

betrachten &

2 Bt
&? £ﬂ (5)
=

-4
(1.32) _fdg (-266)5 5 (6) - 55 [ aE 2¢E)

g z; (E)
=L fde 2 (£) ZiL

c = - J; 4‘; ‘f;
o [ e £ (£)308) Y, fde 5, (€) 28
E; AEL
=’?£ Z:

£iyq

30 [ dE s (E) =
£
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- 35’jdE ‘f(E)_/dE S, (E—=¢E)
tffde "E’jde g (e~e)

¥ B _/de ‘E’fate" 5 (E=»E) +

445

E

: (€
+Tzde = ! [ e % (E~E")
& ‘&

-1 £
=% 52, +~5>‘.fazeja/e' 2l 5 (e

5144

(1.36) de :?(E)Z' (5""5)
f'azez,“f]de'”’” 5 (E'~E)+

‘ ‘HJIH

¢ fde dE 4:’ E (E'—E)

= .Z ; Zjei *ffdf ae G ) 5 (F~E)
J‘[f4 [ 3

Bei den Resttermen in (1.35) und (1.36) ist =zu Dbericksichtigen,
daf E'>E = Iz (E E')=0, ergo

£
(.37, ﬁtefds' f‘f’ (E~E")

=% ./dE/dE’ D8 5 (e-E)

&Eipe Ejrq

=‘f-[af£' dE ?E[‘,E’ b (E=g)

&

Eisq Ejpdt

=5 fde/de' G:(E) 5 (£k)

a g

Elf‘f f‘tf‘/

‘S’/ds_/de' ”““ 5 (&'~ E)
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Die Restterme heben sich also gegenseitig auf. Damit lautet die
Gruppendiffu31onsg1elchung

1.3 -9, 8.8 + 58, +‘5’t22., 35‘,2

J2 i

Obwohl es sich um einen Satz wvon 1 gekoppelten Gleichungen
handelt, sehen wir, daB ‘§; nur von den'¥), J > abhdngt. Es ist
also méglich, sie beginnend mit der hochsten Gruppe sukzessive
abzuarbeiten.

1.4. Allgemeine Geometrie

Die Beziehung (4.27) wurde in Kap. 1.2. lediglich fir den
eindimensionalen Fall abgeleitet. Ohne Beweis setzen wir im
Folgenden voraus, daB sie auch dreidimensional richtig bleibt.
/Be 70,Kap.3/.,/Bo Ma,.Kap.8/

-1
(1.38) _p. A +; Z:,:f‘, _Z;S',-,J S; +JZ{3’ 2
Js =t
Dabei ist A der Laplace—Operator
63
(39 4 += 6x’ tait d’a‘)
&t 44 4 & J‘)
"’((5;'z tror t a5t 8T
d* 2d 4 8§ 4 4 lf‘r)
:= (GrT * T ar + Tisinis 3% trign F a0 SV EF

in kartesischen, Z2ylinder- und Kugelkoordinaten. /Ro 68/ Die
Behandlung unseres Problems soll sich hier auf den eindimensiona-—
len Fall beschranken. Das heift wir unterstellen je nach Geometrie
die Symmetriebedingungen

(1.40) __d;. ~g = 0

dy 2
__ﬁi_ -if; =
ki ek SR
de.99 .0
d‘ff dv

Jt
o ~9; kdrt Lg rdr)ft +35: Z + 5 22 ;=8 "'Z M, g;.
J=q Je i1
mit X2=0 fir ebene
X =4 fiir Zylinder—
f =2 fir Kugelgeometrie.
In unserer speziellen Aufgabenstellung also X"f . Die ein-

fache Form der inderung erlaubt es jedoch, das Programm flexibel
zu halten und so an jede gegebene (eindimensionale) Geometrie
durch Setzung nur einer Variablen anzupassen.
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1.5. Die Ortsgruppengleichung

Wir teilen nun die Anordnung in radialer Richtung in N Streifen
auf. Dabei sollen alle Materialgrenzen jeweils im Zentrum eines
Streifens liegen und die Streifenbreite innerhalb eines Mediums
konstant sein. /Be 7@/

Als Richtwert fiir die geeignete Wahl von h gilt:

Wir wollen die Schrittweite jedoch fiir alle Energiegruppen ein-—
heitlich wahlen.

Im Folgenden wollen wir jeweils nur eine Energiegruppe betrachten
und den Index i nicht mehr schreiben. Stattdessen ist nun der
Streifenindex n zu beriicksichtigen. Damit wird (1.41) zu:

(o2 )oLs) + (55 57)3, 5 5 578

J=it!

1.42)

1.5.1. Diskretisierung der Differentialguotienten

Flir die Ableitungen verwenden wir folgende Naherungen:

(1.43) ‘g) ~ (%r's),m (337?)»-

=i [2 (tf,,,, -3,)-22(3,5,,)]

’N/

Falls n nicht auf einer Mediengrenze liegt, w1rd das Zu:

(1.43a) (% 23‘;"_.\‘9),, c.'-i"_z (5’,,,,, *\'f/w - 2?/;)

Ist n eine Grenzflache:

o (Lo fs), w25 (5,,5,)- 2 (9,-5,.)
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Entsprechend ist:

(1.44) ‘iz :r 3) z-;- [ !r.‘b 66,: y)m? + (E%g;y)»-z]

. [m (9.,-9)+ f — ( :£,~33.4)]

R

';H‘/ *Pneqs

Im Medieninneren:

rdr 3) =

Auf Mediengrenzen:

(1.44b) o 2 [ Do 8,,”-8,, Dot 8- Y.,
a(I’él’ )n - 2 (h,m +

rllf’i hn.4 rh"%

{(1.44a)

aw, (S’M -3, )

ru‘xl

Die Gleichungen fir die N-2 inneren Streifen lassen sich damit
schreiben. Es fehlen noch die Randbedingungen fiir n=1 und n=N.

1.5.2. Ursprung

Hier wird die Naherung wegen rih recht ungenau. Da jedoch gerade
die innersten Streifen zum Volumen nur sehr wenig beiltragen,
bleibt sie immer noch brauchbar. Wir legen den ersten Streifen auf
die Symmetrielinie:

ri= 0

und filhren einen hypothetischen Streifen rw ein. Die Symmetrie-
bedingung im Ursprung fiihrt auf die Forderung:

(1.45) s)o . tgz
(1.46a) (3573..6% g)4 g%r(tfz-}é?, -2594)

1!

22
= T;i’-(:fz -9,)
(1.460) o (_-_'?_3%_ 5))4 ~ 2 (%Y, 2 9.9,

T2 kh Vs Fi-2
X2 (9,-9 g, -
2 h, (—;/;,24* .‘g")

= _2734 (gz-fq)
1.5.3. AuBenrand M

Den letzten Stitzpunkt ru wollen wir auf die Grenzf lache
Abschirmung-Luft legen. Es Dbietet sich die uUbliche Vakuum
Randbedingung an:
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(1.47) :f” z -] (3.3%'_?)”*%

Im Gegensatz 2zu den anderen Grenzflachen sind hier Jjedoch die
Materialkonstanten fir den Absorber zu nehmen, da die Bedingung
fiir dessen AuBenrand gilt. Damit:

.98 Dy =Dy, =dy ; A;m = 64'-4 = 6»'
wan S D (8, -3,)
2 hy

(1.50a) (dr _ )”a_b_”;[._fl--f—:-(y”"yyd)]

(1.50Db) 2 4 - d
. 4 (;77;?7'3’)v C!'fg' :ﬂv + ﬁ;j}- (Esv’:g”;()]

2

+%

(ALY

1.5.4. Innenrand

Die Behandlung des Ursprunges fihrt wie oben gesehen auf gewisse
Probleme. Falls Streuung und Absorption im zentralen Medium gegen
die Quellstdrke vernachlassigbar sind, bietet sich daher eine
Bedingung fiir den Innenrand der ersten Abschirmung an. Wir
fordern, daB8 alle im Quellmedium erzeugten Photonen durch diese
Grenzflache hindurchtreten:

150 Trs =-17r2, (Ti"‘f),,
=rs = ’:’ (%,-5%,)
4

Eingesetzt:

(1.52a) d’:f) ~ 3: (&'i)*f,f]

d'r p /,‘

(1.520) (_?L&‘%f)‘ ~ 2%— [—::— (%,-5,)- f45J

1.5.5. Aufstellen der Matrix und des Quellvektors

Gleichung (1.42) wird also zum System:

(1.53) ””,”_4 fﬁ“f + Hﬂ,ﬂ ?” + ﬁﬂ,/’f‘f ?;”4 = 9"

oder

(1.53a)

(ES

Y -9
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Formal lautet die Aufgabenstellung also, die Matrix A zZu
invertieren

(1.53b) i=£.41

Diese Inversion ist stets mdglich, da der Betrag der Diagonalele—.
mente stets um die Absorption groBer ist als die Summe der Betrage
der beiden Nebendiagonalen. /Be 780/ Wir wollen die Matrixelemente
nun fiir die i—te Energiegruppe vollstandig aufzadahlen. Dabei dient
zur Vereinfachung wieder die Einfiihrung des totalen Wirkungs—
querschnittes L+ :

N ”,l. -1 I-"’J.
(1.54) Z :Z' Z
n Sl th %,

1.5.5.1. untere Nebendiagonale

— Medieninneres 4 ®
-zﬂ - )
(1.558) Hp pog 3 —2
a n, N4 /’” (;,” 2,”_%

- Grenzf lache

(1.55b) ”,,‘,,-4 -?_:l (/,,, 2r,. 16)

- Zentrum

nicht definiert
-~ Innenrand
nicht definiert

— AuRenrand

1.5.5.2. Hauptdiagonale

— Medieninneres
(1.56a) f = 2?2..;. X9, (4 . ) Z’
M » 2hy \l.s Iy
- Grenzf lache r T
9 3,”4 4 * & $n 4 ( 2 + bm-f Z)M*”n—f&‘l
a.sewy Tma T fL 2y b 2y 2h,
- Zentrum 3 r
4 4
(1.56¢) ,9,,,4 = F—(Z*Z&)‘f /284
g
— Innenrand 2
4
(1.56d) A s =4 ( ) Z
‘L4 Ab b’ zyyi
—-AuBenrand

7

(1.56e) 3y(4-x )*i(".,x )
Auw * hy Vhy 2., 2\ b, 2r,, *Z{V
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1.5.5.3. obere Nebendiagonale

-~ Medieninneres

(1.57a) 9,,‘,,,4 = -D” (/; Zr,,,%)

- Grenzflache

D (L0 )
(1.57b) 224
190, ne+d ”H /7 Z o, 3

- Zentrum

(1.57¢) Rz = ;b.'?_:_ (2+2£)

— Innenrand

(1.570) f . = -4 (4 + & )
' 4,

- AuBenrand Ah b4 2’}’4

nicht definiert

1.9.5.4. Quellvektor ohne Streuterm

— Medium

(1.58a) S” XY

- Zentrum

(1.58D) & =4 ¢

— Innenrand

(1.58c¢) = S (____
- Grenzflache
hq

(1.584) = —————v
~5n .S b,’ﬂ6z



1.6, Ermittlung der Deosislelstung

Zur Errechnung der maximalen DO“‘Q‘@lSt ing  fur einen Menschen
unmittelbar aulerhalb der Abschirmung legen wir auf die AuBRBenwand
eine 20 cm dicke Schicht aus Weichtellgewebe gemall Strahlenschutz—
verordnung Anlage 1 und berechnen die Energieabsorption in diecer
Schicht. Dazu Dbilden wir die Differenz aus elintretendem und:
austretendem Energilestrom. Die Ensrqieatromdjchte fir die 1i-te
Gruppe laufet PR

10 gt jds d,ar)e«fau: £ 2eF- 9 (8

(., Ect+ & .4 .
(1.59b) 9 &~ L . (32 3‘ Tx 8‘

Sel g der Index der auBeren Grenzschicht des Absorbers so  lautet
die eintretende Energiestromdichte in Gruppenschreibweise

‘ o1

(1.60) ga = D¢ ':9 3,44 E
h 2

entsprechend mit v als Index des Aufenrandes zum Vakuum

+E

. . { ! (41 ‘
(1.61) 9_: gD‘ '3.1.4/7 S, E z-l-E

Durch die Differenzbildung sind dies die Stromdichten jeweils eins
Streifenbreite im Gewebeinneren. Wegen des naherungswelse exponen—
tiellen Verlaufes ist das Verhaltnis

9, /4.

ungefahr proportional zur Dicke der Schicht. Mit ne als Streifen-—
zahl des Gewebes korrigilieren wir naherungsweise

(1.62) 9’ - 9’

Die Korrektur erfolgt einseitig. um mit dem Ergebnis auf der
sicheren Seite zu bleiben.
Die Differenz der Energiestromdichten enthrlcht der flachenbe-

zogenen Energieabsorption. Dabeil soll, da wir uns in Jedem Fall
weitab vom Zentrum befinden. der EinfluB den gekrummten Geometrie
unberiicksichtigt bleiben. Division dieses Wertes durch die

Schichtdicke fihrt zum Bezug auf das Volumen und eine weltere
durch die Dichte endlich auf die (massenbezogene) Dosislelistung

| ¢ . Ez-+ EL-,,»I 3,_- (381_3(;*4),7 . ;
(1.63) 3’ 2 /"hs'ge -2 6 +(‘3V - 8,.4)




