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2. Numerische Berechnung der Gruppenkonstanten
2.1. Absorptionsquerschnitt IZa

Die Energien der betrachteten Photonen sind bei weitem zu gering
fiir den Paarbildungseffekt, wir wollen daher ausschlieflich den
Photoeffekt betrachten. Es existiert eine empirische Formel fir
die Absorption an der K-Schale 7. in [barn/Atom] in Abhangigkeit
von der Ordnungszahl Z und der Energie E in[MeV]. /Ja 68,5.187/

T 205 Btbt g

ry 4 +Cp'2

mit folgenden Parametern

(2.1)

n . an ' b : Cin b P
1 4 1.6268*%1@~% | —-2.683*1@¢-*= | 4.173*16~= | 1

2 1 1.5274*%1@¢-® | -@.511*1@¢-*= | 1.027*%10~* | 2

3 0 1.1336*1@-% | -2.177*1¢-*= | 2.013*%1¢-= | 3.5
4 —-.90912*%1¢~* | 0.0 0.0 v 4
Tabelle 2.1

Diese Formel ist recht genau fir .2 MeV <E <180 MeV und 13 <Z <92.
Der Fehler bei kleinen Atommassen fallt weniger ins Gewicht als
der bei kleinen Energien, wo im Extremfall negative Querschnitte
herauskommen. Da andererseits das Produkt v.*E® fiir gegebenes Z um
weniger als einen Faktor 3 wvariiert, nehmen wir fir E <.1 MeV das
tausendfache des Wertes filir 10*E. Ferner geht die Formel wvon
(unabhangig vom Material) jeweils zwel K-Elektronen aus; der Wert
fur Wasserstoff ist daher systematisch um den Faktor 2 zu groB.
Das Verhaltnis ue /7w der Gesamtabsorption zu der an der K-Schale
ist nahezu energieunabhangig. Es gilt empirisch

(2.2) Un/Tw =1 +0.01481 1n*Z -0.000788 1n®*Z

2.2. Streuilbergangsquerschnitte i .4
Wir betrachten naherungsweise alle Elektronen als frei und berech-

nen den Streuquerschnitt freier Elektronen nach der Klein-Nishina
Formel /Ja 68,5.189 ff/

2.9 F (E)sﬂe3 (£)
(2.4) E (E) » defd.Q. Z (E=£' a~2')

Ne 1ist d1e Anzahldlchte der Elektronen. E' und &' sind dabei nicht
unabhangilg, sondern mit

cosyf:=p *g

als Cosinus des Streuwinkels gilt (Compton—-Debye ):
£’ [ E “4
: mct (1 )

Mit

B.iemwc® = 0.5110 MeV
als Ruheenergie des Elektrons losen wir (2.5) auf:
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Die Klein-Nishina Formel fir den differentiellen Streuquerschnitt

lautet: &) (4- cos?)
a6 (£, cos?) 4 e 1+ s 54)4- % (4-cosV)
(2.7) = |
da 2 [44» e (4-a,s7!‘)]z

Dabei ist

Y= 2.8179381*1@**m*
der klassische Elektronenradius. Mit (2.6a) und (2.6b) konnen wir
die Variablen substituieren

défM(E, wstt) — a[é;” (E~E')

und ferner

Y (E~E)
(2.8) dé:”(f"f')"' désd_(& d&

K ,

Y déjz (E=E) sintFd v
KN )y o

PR

dV d (1- cos?)
d (1-cas¥*)  dE’ d¢’

-

dabei

av
(2.9) / =/
sin? d (4-cos ) N
(21@) _4(4‘(0‘1}) < -E : E
aE’ E'? el

Der Vorzeichenwechsel erfolgt, da bei Integration Uber E' ubli-

cherweise d‘i,e Grenzen vertausch; :eril,en.g/ i g/ ')z E/E‘" Z(E/E)Z(E/E‘-4)z
)dd, (E=E') 4 (1+ 7€ - Te 1+ E

(2.11 2 e (7 -4)
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Zusammen also:

de"‘”(f-oe') - E' (28 é’z) A EY\ E*
(2.12) —_—] — —
dE' ”'G' E? E?ik( E * E* E-2€-2 ‘) *45”

Wegen mmszfe -1, 1] ist diese Gleichung nur richtig solange

€€ [Eo €]

(Compton-Debye ), sonst gilt

dgﬁﬂ[e_’sl) =0'

dE’
Dies ist bei der Integrafion ZU berUcksichtigen. Nun gilt:
Ky
(2.13) jdE 2'[5) dE de;, (E+E')
"'J aE y dE’

Dieses Integral 1St zu losen. Es gilt stets E;..<E:s . Die Bedingung
[ 4 =
E'2 EE/(E+2E)

ist =zu Uberpriufen und die Integratlonsgrenze E. entsprechend
anzupassen. Wir betrachten zunachst

Eyq )
219 @ (E-=j) = [gE’ 48, ('E-oE)
& dE

und erhalten drei Falle:

i) tir E,, & EE / (E+2€)
2.15) @ (E=j)=0

i tur £, 4 EE/ (E+2E) ¢ E,,
(2.16) @ (E=f) = Tr,"[l (E”;(EE*ZE))(g- 2 é—)z—z @3)f§(zE’-g€7)+

A EJZ
+Es( " zee,f,) qezs,,, ZE(.E,«zz-')]

1) tur EE / (E+2¢6) & E;
-~2
(2.17) 6'(5-7)-77 [E ;H (2 (__J.ii_E_-.EE_ +
J Yia4

EH 'E' Ejf‘l
*Es( - ) +ZE(EM E:)-2E tn: ) E.,-s(e,., s)]

In der zweiten Integration taucht die Formfunktion &; (E) auf. Uber
die Form des spektralen Flusses 1st nichts bekannt, auller dafl er
voraussichtlich stark ortsabhangig ist. Wir wollen daher hier die
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nullte Naherung einsetzen: &, (E)®1. Es sind wieder Fille =zu
unterscheiden:

Eirq
(2.18) 6(‘._,.}) ’=jdE o (E) & (E-j)
&;

4aE;
i) Em := EEs0u/(E-2Es+u) < E
o (i>3j)= 0
ii) Eo := EE,/(E-2E.) < Eius
?g 1¥§rd integriert von E. bis Ei.. mit «(E- j) gema Formel

i 1 j. ) E:i. S 8 > Em

Ee= min{Ei.+..,.E«} wird zur oberen Integrationsgrenze

Es wird integriert von E. bis Ex mit # (E- j) gemdf Formel (2.16)

V) E: < Ey < Ew
Es wird integriert von E: bis E; unter Verwendung von (2.17) und
von Ey bis Ew unter Verwendung von (2.16)
Das Integral ist also fur beide Fdalle mit allgemeinen Grenzen
anzugeben. Zugunsten besserer Ubersichtlichkeit setzen wir
U = E,,;\ ; O = EJ Y

Mit (2.17) erhalten wir:

2
4
(2.19) de 25 6 (E-))
]

=‘17r;§[4 4-4)~z )
AE 3(33 83 E(Ol[)+

+ : (;z. - :z)(azz.uzf- 2§(0-ﬂ)-2§2(0—2') +

G- Dol E) (0 0d)]
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Desgleichen mit (2.16)

B
(2.20) jdE (AEi)-46(E-’j)
A
22 [ ) (50 o)
“4?[3 (93 F)/HNT P EONT T
2 E°’\[4 4
( )(ﬂ 3) fE[EfZE)

8 = 2 E?
Joe (E-28-15) 0 1E12)]

Partialbruchzerlegung:

4 4

(2.21a) — = — —
T E(E+2E) T 4E (£+E)
1 ( Yer Yer % )
S —_ + = ! hor= Fl
4\ € "BrE (5 rE)
aE -
(2.21Db) -

2 ; E(E+2E)
_iff(" ) (e E+28
=2 \B+28 Er28 E+28

4 -~ =2
(2.22) ./dE(EE'ZEEz- 5)2” Oéius)
A

t o B
[oftBewt 5
/45 (5 g —25; %) E-(i#zs)
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3

-£
(2.23a) jdE E*: E(EfZE) )

/E“(EfZE)

ﬂ

= -YE (t’/z g:ig -(ﬂ%‘)‘4‘gz(%'%') '
o () -Gea))
] ;;_:”3(42- 41)_2~z 4__4

- of (02 - )

(2.23b) 28 -€
fdf E E(Et2E)

=2 _/5 [EfZE)

o8 [k o]

iF (§-4) o 1E (0E2 - 42)

(2.23¢) '/dE E (& )E(;+ZE)

/dE (lr £) 5 5"‘(E’+ze)

) o (%¢)
',;/dE e (4+25%)
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Substitution:

~ n’
k =E/E ; E=E*% ; dBE = E¥dk ; k > @

4
2o & [ b -{im

In & ~ 2004
- E-/d'é - Efa (1+24)

(2.25a) Ejdl’ fnd g[‘%‘ fﬂzé]

=§ia%»§f¥(ao£97

sei: vy = 2k+1 ; k = 4(y-1) ; dk = %dy ; vy > 1
o~
(2.25b) -Efdx 26nx
4142x

=-§/£Q (.lZL

. -E_/ (% y (1-%)

=Etn2 [ -F [ try - E[2L ty (1-%)

(2.26a) E[/)Z’/-{,L = gé’/lZ [(ﬂ)’]

£ (fn2) ((’f) 28+£ )

2R+ E

(2.26D) -Ej.%& bny = 'E[-Z— fﬂz)’]

(025 (o2E))
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(2.26¢)
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Eingesetzt in (2.20) und sortiert:

| 6 (E-j) , E
(2.27) JdE AL, = ﬂ'l‘e AE
[G9) B2 G o) (e Eo v f) s
~ £ * 1
+(—'3—--%)(25-'§')*"E‘<2n+é ) 28+F)*

+(€0'§+3+8)£(°+

-(en+ 26 E)eo(,+2°)+

o) (0 E) - fod

+-2-[(£’f) ?) - (o e) ]-—[([028*‘) ((”2!;‘2)]
54 [Gor) - e )]

m
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2.3. Diffusionskoeffizient D

Mit der Definition (1.28) gilt (vgl.(1.12),(2.8))

2.26) D (E) = [3 (2, (E)deE’(Z:‘ (E~£)-EZ; (E-oE')))]-4

(2.29) G,‘ (€):= 71— Z:(E) := -”:,(-_/a'f' 2: (E-E')

"
~
—
[
RN
S\
N
M
&

(14°) (444 14-0)) + b7 (1-4)
- (444 (4-1))’

Dabei weiter k:= E/E
Umformung des Integranden:

n
=)
S
e
hS

K= :=k; b:=(14+k); y:=(b-ax)
- xi-ax+a A
(230)6(E=/ ]dx( y? *y?
Entsprechend: (vgl. (1.12))

(2.31) 6: (E)

Zl/jd/a/z (E/a)

4
-2 x’-axtax X )
”r‘.ldx ( y? t Y7
eyrgo: 4

(2.32) (6':-645)(5)= Fr,‘_/dx( x’+ (110)x*- 2ax +a f4-x3)
-4
7

y? 4
/ -x’+ (4ta)x* - Zax+‘-zj-4 4 -
= Zrﬁ;j/C[Y (, yl @‘+ )
-4

Wir verwenden die folgenden Integrale:

4 dxx3 4 yz 53 1
(2.332) _ 4. = (1) 777 [—2— -3by+3b*lny +-y—-]
5y .
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14

4
(2.33b) ('Ha)[ d:;x = 4*03 [Y'beﬂ)’"%]
: -1

(-a)

) 1
ax x -2a [ b
(2.33c) -2Q _ = T fll +7y
_l y? (-a) 4 YJ'
1 1
2 // dx < a4 -4]
2
«aq ) 4 ¢2(;a)

(2.33e) (4-%) Ady‘yr = [ ]
-4

Sortiert nach Potenzen von v:

(2.34a) [yz]d- (%r)
co [y ]‘ (222, 3¢
(2.34c) [__] (a: . '(4+a)6 -Zaalb . (-/;(:;;4))
(2.34d) [—- (42 )
.30 [ ¢ y] ( -ay ('z‘j);!*“’ -ia: )

Alle Substitutionen rilckeingesetzt und sortiert finden wir
endlich:

z_ -6 2 - b2
(2.33) (60‘64) (E) s 7/-'}2 (2‘é kzsé + (Z/‘*/)z + 4 2?14310(2'@’)

(2.334)




